
－151－

ガードナーの「魔法の行列」を用いた	
数当てマジックについて

―数学的活動の題材として―

＊鎌　田　博　行

要　旨

小学校・中学校・高等学校、および大学における数学的活動の題材となり得るガードナーの「魔法の行列」を用

いた数当てマジックを紹介する。
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ガードナーの「魔法の行列」を用いた数当てマジックについて
—数学的活動の題材として—

* ∗鎌 田 博 行

要 旨

小学校・中学校・高等学校における数学的活動の題材となり得るガードナーの「魔法の行列」を用いた数当てマ
ジックと関連する大学での授業実践を紹介する。

Key words: 数学的活動，演算法則，記数法，置換，行列，行列式

1 はじめに
高等学校学習指導要領（平成 30 年告示）解説数学

編（2019）では，数学 Aの内容「（３）数学と人間の
活動」において，「数学史的な話題，数理的なゲームや
パズルなどを通して，数学と文化の理解を深めるとと
もに，パズルなどに数学的な要素を見いだし，目的に
応じて数学を活用して考察すること」とある。本稿で
は，小学校算数科，中学校数学科，高等学校数学科に
おける数学的活動の題材となり得ると思われる以下の
数当てマジックをとりあげ，関連する大学での授業実
践や現職教員向けの講習会の内容の一部を紹介し，そ
の数学的背景に対する行列・行列式の初歩を用いた説
明を与える。

2 数当てマジック
まず児童・生徒・学生に各自「ひみつの数」を１つ考
えてもらう。児童・生徒・学生から 1名を指名し，指
名した人の「ひみつの数」を（授業者以外で）共有し
てもらう。
例えば，「ひみつの数」を「32」とする。
次のカード（以下, サイズ 4× 4の標準的な台紙とい

う）を用いて「ひみつの数」を当てる：

1 2 3 4
5 6 7 8
9 10 11 12
13 14 15 16

(2.1)

手順

(1) この標準的な台紙の中の数から１つ選んで○で
囲んでもらい, その数の上下左右の数を斜線で
見え消しにして, 先に考えた「ひみつの数」と
〇で囲んだ数の和を求めてもらう。
ただし, 以下, ○が付いたカードおよび数は授業
者に見せず（答えず）に隠しておいてもらう。
例えば，カードの中から最初に「8」を選ぶと，

1 2 3 �4
�5 �6 �7 8○
9 10 11 �12
13 14 15 �16

となり，和は 32 + 8 = 40となる。
(2) 台紙上で○も斜線も書かれていないまだ残っ
ている数から 1 つ選び○で囲んでもらい, その
数の上下左右の数を斜線で見え消しにしてもら
う。
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(1) の和に今新たに〇を付けた数を加えて和を
各自求めてもらう。
例えば，「8」に続いて「15」を選んだとすると，

1 2 �3 �4
�5 �6 �7 8○
9 10 �11 �12
�13 �14 15○ �16

となり，和は 40 + 15 = 55となる。
(3) 台紙上で○も斜線も書かれていないまだ残っ
ている数から１つ選び〇で囲んでもらい，その
数の上下左右の数を斜線で見え消しにしてもら
う。
先と同様に，（2）の和に新たに〇を付けた数を
加えて和を求めてもらう。
例えば，「8, 15」に続いて「1」を選ぶと，

1○ �2 �3 �4
�5 �6 �7 8○
�9 10 �11 �12
�13 �14 15○ �16

和は 55 + 1 = 56である。
(4) 最後に○も斜線も書かれていないまだ台紙上に
に残っている数を○で囲んでもらい（こうして
得られた台紙に○の付いたカードを「ひみつの
カード」という）。
(3) の和に最後に〇で囲んだ数を加え，和（最
後の和という）を求める。
例えば，「8, 15, 1」を選んだとすると，残ってい
る数は「10」だけなので，

1○ �2 �3 �4
�5 �6 �7 8○
�9 10○ �11 �12
�13 �14 15○ �16

となり，最後の和は 56 + 10 = 66である。

あとは，その人が最後に求めた和（最後の和）を答
えてもらい，その「最後の和」のみから「ひみつの数」
を当てみせるという数当てマジックである。
例の場合は，授業者が知り得るのは 66のみであり，
これから「ひみつの数」である「32」を当てるという
わけである。この例の場合をまとめると次のような計
算をしたことになる：

例 2.1 「ひみつの数」を「32」とするとき, 「ひみつ
のカード」が「8, 15, 1, 10」の順に〇で囲まれてできた

とすると,

1○ �2 �3 �4
�5 �6 �7 8○
�9 10○ �11 �12
�13 �14 15○ �16

(1) 32 + 8 = 40
(2) 40 + 15 = 55
(3) 55 + 1 = 56
(4) 56 + 10 = 66

ただし，実際の数当てマジックでは，最後の和 66 以
外の数 32 と○で囲った数「8, 15, 1, 10」は「ひみつ」
である。

例 2.2 「ひみつの数」は同じく「32」とする。
「2, 5, 12, 15」の順に〇で囲ったとすると，以下の「ひ
みつのカード」を得る：

�1 2○ �3 �4
5○ �6 �7 �8
�9 �10 �11 12○
�13 �14 15○ �16

(1) 32 + 2 = 34
(2) 34 + 5 = 39
(3) 39 + 12 = 51
(4) 51 + 15 = 66

よって

(((32 + 2) + 5) + 12) + 15 = 66

を得る。ただし，実際には最後の和 66 以外の数（ひ
みつの数「32」と○で囲まれた数「2, 5, 12, 15」）はひ
みつである。

小学校算数における数学的活動としては，「ひみつの
カード」の作成手順を明示してもよいかもしれない。
いろいろな例を通じて，同じ「ひみつの数」に対して
は，作成手順が違っていてもでき上がった「ひみつの
カード」が同一ならば，「最後の和」が同じになること
に気づかせ，3つ以上の数のたし算の性質を確認する。
例えば，一つ目の例では，

(((32 + 8) + 15) + 1) + 10 = 66

であるが，たし算がカッコの付け方によらないこと
（加法の結合法則）から

32 + (8 + 15 + 1 + 10) = 66

であり，さらに，たし算の順番を入れ替えてもよいこ
と（加法の交換法則）から

32 + (1 + 8 + 10 + 15) = 66

となることを確認する（二つ目の例や他の例も同様）。
ところで，今紹介した 2つの例では，同一の「ひみ

つの数」(32)に対して「最後の和」はいずれも 66で
一致した。そこで次の問が考えられる：

2

宮城教育大学紀要　第56巻　2021



－153－

問 2.3 ２つの例で「最後の和」が一致したのは偶然
か必然か？すなわち，同一の「ひみつの数」に対して
「最後の和」はいつでも一致するか？もし必然ならば
どのような理由によるのか？

「ひみつの数」の部分を □（あるいは文字 x）で置き
換えることにより,

(((□+ 8) + 15) + 1) + 10
= □+ (8 + 15 + 1 + 10)
= □+ (1 + 8 + 10 + 15)
= □+ 34
(((□+ 2) + 5) + 12) + 15
= □+ (2 + 5 + 12 + 15)
= □+ 34

となることから，2つの例には共通の数「34」が現れ
ることを観察できる。よって，先の問は次のように言
い換えられる：

問 2.4 サイズ 4 × 4 の標準的な台紙から作った「ひ
みつのカード」に対して,「ひみつのカード」の○のつ
いた 4つの数の全部の和は，「ひみつのカード」によら
ずに一定（今の場合 34）であると言ってよいか？

この問は，マーチン・ガードナー（1979）の著書中の
「魔法の行列」（pp. 66-67）において扱われ*1，インター
ネットや YouTube（例えば，Talwalkar, 2015; 横山,

2019）でも紹介されている。
問 2.4に関する授業中の活動としては，もう少しい

ろいろな例を観察してもよい。実際には，「ひみつの
カード」の種類は全部で 4! = 24種類なので，すべて
の種類の「ひみつのカード」について，○のついた数の
和を調べればこの問の答えはわかる。クラスの児童・
生徒を，各場合を 2名以上から成るペアまたはグルー
プが担当するように割り振って，24通り全ての場合に
ついて協働で確かめさせてもよいかもしれない。
しかしながら，単に「全数調査」しただけでは，な
ぜそうなるのか理由（カラクリ）が見えてこない，こ
のような場合，条件をいろいろと変えたり，他の台紙
について成り立つかどうかを考える必要があろう。例
えば，違うサイズについてどうなるか観察してみると，
2× 2と 3× 3の標準的な台紙は次で与えられ，それぞ
れ 2! = 2種類と 3! = 6種類の「ひみつのカード」に
ついて，○の付いた数の和が一定であることが，以下

のように直接確かめられる。

例 2.5 サイズ 2× 2の場合:

1 2
3 4

（標準的な台紙）

1○ 2
3 4○

1 + 4 = 5

1 2○
3○ 4

2 + 3 = 5

よってサイズ 2 × 2の場合は，○の付け方によらず和
は 5で一定である。

例 2.6 サイズ 3× 3の場合:

1 2 3
4 5 6
7 8 9

（標準的な台紙）

に対して，「ひみつのカード」は 3! = 6通りあるが，

1 + 5 + 9 = 1 + 6 + 8 = 15
2 + 6 + 7 = 2 + 4 + 9 = 15
3 + 4 + 8 = 3 + 5 + 7 = 15

であるから，やはり○のつけかたによらず和は 15 で
一定である。

例 2.7 サイズ 5× 5の場合:

1 2 3 4 5
6 7 8 9 10
11 12 13 14 15
16 17 18 19 20
21 22 23 24 25

（標準的な台紙）

であり，「ひみつのカード」は 5! = 120通りある。例
えば，

1○ 2 3 4 5
6 7○ 8 9 10
11 12 13○ 14 15
16 17 18 19○ 20
21 22 23 24 25○

1 + 7 + 13 + 19 + 25 = 65

1 2○ 3 4 5
6 7 8 9○ 10
11○ 12 13 14 15
16 17 18 19 20○
21 22 23○ 24 25

2 + 9 + 11 + 20 + 23 = 65

*1 追記の文献（ガードナー，1960, 1982, 2015）も参照。
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1 2 3 4○ 5
6○ 7 8 9 10
11 12 13○ 14 15
16 17 18 19 20○
21 22○ 23 24 25

4 + 6 + 22 + 20 + 13 = 65

のように，ここに挙げた例ではサイズ 5 × 5の「ひみ
つのカード」で○のついた数の和は 65で一定である。

予想 2.8 一般に，サイズ n×nの「標準的な台紙」か
ら作られる「ひみつのカード」に対して，○の付いた
数の和は（○の付け方によらず）一定であろう。

3 観察
標準的な台紙について，例えば以下の性質が観察さ
れる。

観察 3.1 標準的な台紙の中から幾つかの行と列を抜
き出して得られる「長方形」の四隅の数の対角和は等
しい。例えば，

A =

1 2 3 4
5 6 7 8
9 10 11 12
13 14 15 16

から 2, 3行目と 1, 2, 3列目を取り出して得られる「長
方形」の四隅の数の対角和はどちらも 16である：

5 6 7
9 10 11

⇝ 5+ 11 = 7+ 9(= 16).

1, 4 行目と 2, 4 列目を取り出して得られる「長方形」
については

2 3 4
6 7 8
10 11 12
14 15 16

⇝ 2+ 16 = 4+ 14(= 18)

が成り立つ。
別のサイズの台紙では，例えば，サイズ 5 × 5の標

準的な台紙

1 2 3 4 5
6 7 8 9 10
11 12 13 14 15
16 17 18 19 20
21 22 23 24 25

から 3, 4行目と 2, 3列目を取り出して得られる「長方
形」（この場合「正方形」）については，

12 13
17 18

⇝ 12+ 18 = 13+ 17(= 30)

が成り立つ。

観察 3.2 標準的な台紙の中からある行とある列を取
り除いて「正方形」を作るとき，その「正方形」を台
紙として同様の「数当てマジック」ができる。
例えば，サイズ 4 × 4 の標準的な台紙から，2 行目

と 2列目を取り除いてサイズ 3× 3の台紙を作る：
1 2 3 4
5 6 7 8
9 10 11 12
13 14 15 16

⇝
1 3 4
9 11 12
13 15 16

このとき,　次が成り立つ：
1 + 11 + 16 = 3 + 12 + 13 = 4 + 9 + 15
= 1 + 12 + 15 = 3 + 9 + 16
= 4 + 11 + 13(= 28)

観察 3.3 標準的な台紙の中からある行とある列を取
り除いて「正方形」を作り, その「正方形」を台紙とし
「ひみつのカード」を作る。例えば，観察 3.2の台紙

1 3 4
9 11 12
13 15 16

から作られる 3! = 6 枚の「ひみつのカード」につい
て, 各カードの○のついている数の積に適当に符号を
つけて加えると 0となる。実際, 6枚の「ひみつのカー
ド」は

1○ 3 4
9 11○ 12
13 15 16○

1○ 3 4
9 11 12○
13 15○ 16

1 3○ 4
9 11 12○
13○ 15 16

1 3○ 4
9○ 11 12
13 15 16○

1 3 4○
9○ 11 12
13 15○ 16

1 3 4○
9 11○ 12
13○ 15 16

であり，次が成り立つ:

1·11·16− 1·12·15 + 3·12·13
−3·9·16 + 4·9·15− 4·11·13

= 176− 180 + 468− 432 + 540− 572

= 0
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観察 3.4 もし予想 2.8 が成り立つとすると，標準的
な台紙の行や列を入れ替えたりしても○のついた数の
和は一定のはずである。したがって，例えば，サイズ
5 × 5の標準的な台紙の 1行目と 3行目を入れ替えた
あとで，2列目と 5列目を入れ替えて得られる新しい
台紙

11 15 13 14 12
6 10 8 9 7
1 5 3 4 2
16 20 18 19 17
21 25 23 24 22

について，

11 15 13○ 14 12
6 10 8 9 7○
1○ 5 3 4 2
16 20 18 19○ 17
21 25○ 23 24 22

13 + 7 + 1 + 19 + 25 = 65

11○ 15 13 14 12
6 10 8 9○ 7
1 5 3 4 2○
16 20○ 18 19 17
21 25 23○ 24 22

11 + 9 + 2 + 20 + 23 = 65

となり和が等しいことが観察される。
また，本節で観察した性質が行や列を入れ替えた台
紙についても成り立つことがわかる。

予想 2.8を数式で表現して一般的に扱うために以下
の用語を準備しておく：

用語 n2 個の数 aij (i, j = 1, 2, . . . , n) を正方形上に
並べてできる表をサイズ n× nの台紙という。サイズ
n × n の台紙は n 次正方行列 A = (aij) と同一視さ
れる。

a11 a12 · · · a1n
a21 a22 · · · a2n
...

...
. . .

...
an1 an2 · · · ann

↔ A = (aij)

=




a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n

...
...

. . .
...

an1 an2 · · · ann




特に，1, 2, . . . , n2 に対して，

a11 = 1, a12 = 2, . . . , a1n = n,
a21 = n+ 1, a22 = n+ 2, . . . , a2n = 2n,
. . . , an1 = n(n− 1) + 1,
an2 = n(n− 1) + 2, . . . , ann = n2

として定まる台紙 A = (aij) をサイズ n × n の
標準的な台紙という。

4 定和について
本節では，予想 2.8が成り立つという「仮説」のも

とで，一般のサイズ n× nの標準的な台紙から，前節
で説明した要領で作った「ひみつのカード」の中の○
のついている数の和について考察する。

問 4.1 予想 2.8 が成り立つとして，サイズ n × n の
標準的な台紙から作られる「ひみつのカード」の○の
付いた数の総和（定和）Sn をいろいろな方法で求めて
みよ。

この問題は，n = 3, 4, . . . , 10など，具体的な nに対
しては，小学校，中学校，あるいは高等学校の数学 A

で，一般の nに対しては高等学校数学 Bの数列以降で
扱うことができるであろう。
ただし，もし「仮説」が正しくなければ，「仮説」に

基づいて得られたいかなる結果も，真偽不明になって
しまうことに注意する。

解答例 1 対角線に着目し対角線に並ぶ数を
{dk}k=1,2,...,n とすると, 数列 {dk} は初項 1, 末項 n2

の等差数列（公差は (n+ 1)）であり, 項数は n個なの
で, それらの和 Sn について次を得る：

Sn =
n∑

k=1

dk = 1 + (n+ 2) + · · ·+ n2

=
n(1 + n2)

2

（dk = 1 + (n+ 1)(k − 1)）である。
実際，n = 2, 3, 4, 5とすれば，

S2 = 5, S3 = 15, S4 = 34, S5 = 65

が確認できる。 □

解答例 2 台紙 A = (aij)において, [a11, a22, . . . , ann]

を主対角線といい, 主対角線を 1 つずつ（右に）ずら
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したものを汎対角線という：
[a12, a23, . . . . . . . . . , an−1,n, an1],

[a13, a24, . . . , an−2,n, an−1,1, an2],

. . . ,

[a1,n−1, a2n, a31, a42, . . . , an,n−2],

[a1n, a21, a32, . . . . . . . . . , an,n−1]

主対角線上の数と (n − 1) 本の汎対角線上の数に
ついて, それらの総和は台紙上の数全部の和となる
（n = 3の場合, 以下の例を参照）。したがって, n本の
（主, 汎）対角線の和がそれぞれ皆 Sn に等しいことを
認めれば定和 Sn が求められる。主対角線の代わりに,

反対角線 [an1, an−1,2, . . . , a1n]とそれを 1つずつずら
した汎反対角線を用いても同様である：

nSn = 1 + 2 + · · ·+ n2 (4.1)

∴ Sn =
n(n2 + 1)

2
.

例 4.2 （3× 3の場合）
(i) [対角線と汎対角線に分割]:

1○ 2 3
4 5○ 6
7 8 9○

+
1 2○ 3
4 5 6○
7○ 8 9

+
1 2 3○
4○ 5 6
7 8○ 9

=
1○ 2○ 3○
4○ 5○ 6○
7○ 8○ 9○

(ii) [反対角線と汎反対角線に分割]:

1 2 3○
4 5○ 6
7○ 8 9

+
1 2○ 3
4○ 5 6
7 8 9○

+
1○ 2 3
4 5 6○
7 8○ 9

=
1○ 2○ 3○
4○ 5○ 6○
7○ 8○ 9○

解答例 3 台紙 A = (aij)から作られる n!枚の「ひみ
つのカード」を積み重ねて「n!階建て」にしたときに,

この建物を上から見ると, 各 (k, l)成分において, ○の
ついた akl が (n− 1)!個重なって現れる。
したがって, 「仮説」のもとで, 標準的な台紙から作
られるこの建物の○の付いている数の総和は,

n!Sn = (n− 1)!(1 + 2 + · · ·+ n2) (4.2)

∴ Sn =
n(n2 + 1)

2

となる。

例 4.3 （3× 3の場合）
1○ 2 3
4 5○ 6
7 8 9○

(1階)

+

1○ 2 3
4 5 6○
7 8○ 9
（2階）

+

1 2○ 3
4 5 6○
7○ 8 9
（3階）

+

1 2○ 3
4○ 5 6
7 8 9○
（4階）

+

1 2 3○
4○ 5 6
7 8○ 9
（5階）

+

1 2 3○
4 5○ 6
7○ 8 9
（6階）

3!S3 = 2!(1 + 2 + 3 + · · ·+ 32) = 2× 45

∴ S3 = 15

5 定式化
一般のサイズの台紙に対して問題を定式化する。

用語 {1, 2, . . . , n} から自分自身への全単射を
{1, 2, . . . , n} の置換といい，その全体を Sn と表す。
置換 σ, τ ∈ Sn に対して，写像の合成 τ◦σ は

τ◦σ(k) = τ(σ(k)) (k ∈ {1, 2, . . . , n})

で定義され，以下 τ◦σ を簡単に τσ と表す。ここで，
Sn は写像の合成を積として群をなす（n 次対称群と
呼ばれる）。通常，{1, 2, . . . , n}上の置換 σ は

σ =

(
1 2 · · · n

σ(1) σ(2) · · · σ(n)

)

と表される。
さて，一般のサイズ n× nの台紙とその台紙の数を
○で囲って作成した「ひみつのカード」について，

(1) サイズ n× nの台紙

A =

a11 a12 · · · a1n
a21 a22 · · · a2n
...

...
. . .

...
an1 an2 · · · ann

を n次正方行列 A = (aij)と同一視する。この
とき，

(2)「ひみつのカード」は {1, 2, . . . , n} 上の置換と
同一視される。
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実際，(2)については，「ひみつのカード」の「k 行目
に着目したときに○の付いている数の場所が第 l 列で
ある」なら, σ(k) = l とすると，作り方から「ひみつ
のカード」の各列で○の付いた数は１つなので，

{σ(1), σ(2), . . . , σ(n)} = {1, 2, . . . , n}

である。よって，「ひみつのカード」の○の位置から,

{1, 2, . . . , n}上の置換 σ が定まり，逆も成り立つ。

定理 5.1 サイズ n × nの標準的な台紙 A = (aij)に
ついて，次が成り立つ：

n∑
k=1

akσ(k) =
n∑

k=1

akk (σ ∈ Sn) (5.1)

定理 5.1の証明 1 まず，サイズ n×nの標準的な台紙
の各数から１を減じて得られる「新しい台紙」を考え
る。すなわち, 標準的な台紙が A = (aij)であるとき，
「新しい台紙」は Anew = (aij − 1)である。
一般に台紙 A = (aij)が定理 5.1の性質（5.1）を満

たせば，「新しい台紙」Anew = (aij − 1) も同じ性質
(5.1)を満たし，逆も成り立つことに注意する。
標準的な台紙から得られる「新しい台紙」の n2 個の

成分 0, . . . , n2 − 1を全て n進法表記すると，「新しい
台紙」から作られる「ひみつのカード」については，○
の付いた数の和が一定となることが容易にわかる（以
下の例を参照）。 □

例 5.2 (10× 10のとき)

以下の「ひみつのカード」の場合

00 01 02○ 03 04 05 06 07 08 09
10 11 12 13 14 15 16 17○ 18 19
20 21○ 22 23 24 25 26 27 28 29
30 31 32 33○ 34 35 36 37 38 39
40 41 42 43 44 45 46○ 47 48 49
50 51 52 53 54 55○ 56 57 58 59
60 61 62 63 64 65 66 67 68○ 69
70○ 71 72 73 74 75 76 77 78 79
80 81 82 83 84 85 86 87 88 89○
90 91 92 93 94○ 95 96 97 98 99

02 + 17 + 21 + 33 + 46 + 55 + 68 + 70 + 89 + 94
= (0 + 1 + 2 + 3 + 4 + 5 + 6 + 7 + 8 + 9) × 10
+(2 + 7 + 1 + 3 + 6 + 5 + 8 + 0 + 9 + 4)
= (0 + 1 + 2 + 3 + 4 + 5 + 6 + 7 + 8 + 9) × 11
(= 495)

となる。他の「ひみつのカード」についても，
○の付いた数の十の位，一の位のいずれにも

0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 がちょうど 1 回ずつあらわれ
るので，その和は一定値 495となる。

例 5.3 (5× 5の場合)

0 1○ 2 3 4
5 6 7 8○ 9
10○ 11 12 13 14
15 16 17 18 19○
20 21 22○ 23 24

（十進法表記）

=

00 01○ 02 03 04
10 11 12 13○ 14
20○ 21 22 23 24
30 31 32 33 34○
40 41 42○ 43 44

01
13
20
34

+) 42
（五進法表記）

01 + 13 + 20 + 34 + 42 (五進法表記)
= (0 + 1 + 2 + 3 + 4)×5

+(1 + 3 + 0 + 4 + 2)
= 10(5 + 1) = 60 (十進法表記).

定理 5.1の証明 2 標準的な台紙 A = (aij)について,

aij = n(i− 1) + j (1 ≤ i, j ≤ n) (5.2)

より, 次を得る:

n∑
k=1

akσ(k) =
n∑

k=1

{n(k − 1) + σ(k)}

= n
n∑

k=1

(k − 1) +
n∑

k=1

σ(k)

= n
n∑

k=1

(k − 1) +
n∑

k=1

k

=
n2(n− 1)

2
+

n(n+ 1)

2

=
n(n2 + 1)

2
.

和は確かに σ ∈ Sn に無関係である。 □

定理 5.1の証明 3 まず，観察 3.1でみたように, 標準
的な台紙 A = (aij)については，

aij + akl = ail + akj

が成り立つことに注意する。実際，ail = aij +(l− j),

akl = akj + (l − j)より，
aij + akl = ail − (l − j) + akj + (l − j) = ail + akj

となる。このとき，「ひみつのカード」の○の付いてい
る数の和は，置換 σ ∈ Sn を用いて

n∑
k=1

akσ(k)
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と表される。今，「ひみつのカード」の a11 に○がつい
ていないとする。このとき，σ(1) = j1とし，σ(k) = 1

となる k を k = i1 とおくと，1 行目の○の位置が第
j1(> 1)列であり，1列目の○の位置が第 i1(> 1)行で
あって，

a1j1 + ai11 = a11 + ai1j1

が成り立つ。よって，最初の「ひみつのカード」から
○の位置を，1行目の○の位置は第 1列にあり，i1 行
目の○の位置が第 j1 列にあるものに置き換えたとし
ても，○の付いた数の和は

n∑
k=1

akσ(k)

= a1σ(1) + ai1σ(i1) +
∑

k ̸=1,i1

akσ(k)

= (a1j1 + ai11) +
∑

k ̸=1,i1

akσ(k)

= (a11 + ai1j1) +
∑

k ̸=1,i1

akσ(k)

となって保たれる。以下同様にして，最初の「ひみつ
のカード」から対角線上の数 a11, a22, . . . に○が付い
たものに置き換えていくことができ，最終的には対
角線上に並んだ数に○がついた「ひみつのカード」が
得られるが，各段階で○のついた和は変化しないので
（5.1）が得られる。 □

例 5.4

1 2○ 3 4 5
6 7 8 9○ 10
11○ 12 13 14 15
16 17 18 19 20○
21 22 23○ 24 25
2+ 9 + 11+ 20 + 23

↔

1○ 2 3 4 5
6 7 8 9○ 10
11 12○ 13 14 15
16 17 18 19 20○
21 22 23○ 24 25

= 1+ 9 + 12+ 20 + 23
= 1 + 9+ 12+ 20 + 23

↔

1○ 2 3 4 5
6 7○ 8 9 10
11 12 13 14○ 15
16 17 18 19 20○
21 22 23○ 24 25

= 1 + 7+ 14+ 20 + 23
= 1 + 7 + 14+ 20 + 23

↔

1○ 2 3 4 5
6 7○ 8 9 10
11 12 13○ 14 15
16 17 18 19 20○
21 22 23 24○ 25

= 1 + 7 + 13+ 20 + 24
= 1 + 7 + 13 + 20+ 24

↔

1○ 2 3 4 5
6 7○ 8 9 10
11 12 13○ 14 15
16 17 18 19○ 20
21 22 23 24 25○

= 1 + 7 + 13 + 19+ 25

となり，最初の「ひみつのカード」の○が付いている
数の和が，対角線上に並ぶ数の和に等しいことが示さ
れた。

注 5.5 一般の台紙 A = (aij) に対しては，次が成り
立つ：

n∑
k=1

(
n∑

i=1

ai,i+k−1

)
=

n∑
i,j=1

aij

ただし, i + k − 1 > nのときは添え字の i + k − 1を
mod nで考える。実際，

n∑
k=1

(
n∑

i=1

ai,i+k−1

)

=
n∑

i=1

n∑
k=1

ai,i+k−1

=

n∑
i=1

(
n−i∑
k=1

ai,i+k

+

n∑
k=n−i+1

ai,i+k−n

)

=
n∑

i=1




n∑
j=i+1

aij +

i∑
j=1

aij




=
n∑

i,j=1

aij

これより標準的な台紙に対する (4.1)がしたがう。
また，

∑
σ∈Sn

(
n∑

k=1

akσ(k)

)
= (n− 1)!

n∑
k,l=1

akl
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が成り立つ。実際，
∑

σ∈Sn

(
n∑

k=1

akσ(k)

)

=
n∑

k=1

( ∑
σ∈Sn

akσ(k)

)

=

n∑
k=1

n∑
l=1

∑
σ ∈ Sn;
σ(k) = l

akl

= (n− 1)!
n∑

k,l=1

akl

である。最後の等式は，k, l を固定したときに，
σ(k) = l を満たす置換 σ ∈ Sn の個数が (n − 1)!

であることからしたがう。特に，標準的な台紙に対し
て (4.2)が成り立つ。

6 特徴づけ
観察 6.1 標準的な台紙（4× 4の場合）は，次のよう
に「加法表」として作られている：

A =

1 2 3 4
5 6 7 8
9 10 11 12
13 14 15 16

↔

+ 1 2 3 4

0 1 2 3 4
4 5 6 7 8
8 9 10 11 12
12 13 14 15 16

つまり，加法表の上部に現れる数 1, 2, 3, 4と左側に現
れる 0, 4, 8, 12 の 8 つの数の和として得られることに
注意すると，「ひみつのカード」の 1 行目にある○で
囲まれた数は，1, 2, 3, 4のうちのどれか１つと 0の和
であり，2行目にある○で囲まれた数は 1, 2, 3, 4のう
ち 1行目で選んだもの以外の数と 4の和である。さら
に，3 行目にある○で囲まれた数は 1, 2, 3, 4 のうち 1

行目と２行目で選んだもの以外の数と 8 の和であり，
最後の４行目にある○で囲まれた数は, 1, 2, 3, 4 のう
ち選ばれずに残った数と 12の和である。したがって，
そのカードで○の付いている数の総和は，1, 2, 3, 4 と
0, 4, 8, 12の和，すなわち

1 + 2 + 3 + 4 + 0 + 4 + 8 + 12 = 34

となる。このことからも予想 2.8 が正しかったこと
（つまり定理 5.1の成立）が分かる。

一般に

観察 6.2 サイズ n × nの台紙 A = (aij)が次の「加
法表」で与えられるときは, (5.1)が成り立つ:

A = (aij) ↔

+ c1 c2 · · · cn
b1 a11 a12 · · · a1n
b2 a21 a22 · · · a2n
...

...
...

. . .
...

bn an1 an2 · · · ann

すなわち，
aij = bi + cj (6.1)

(1 ≤ i, j ≤ n)のとき，(5.1)が成り立つ。実際,

n∑
k=1

akσ(k) =

n∑
k=1

(bk + cσ(k))

=
n∑

k=1

bk +
n∑

k=1

cσ(k)

=
n∑

k=1

bk +
n∑

k=1

ck

=

n∑
k=1

(bk + ck) =

n∑
k=1

akk

である。

以上より，台紙 A = (aij) に対する条件 (6.1) は
(5.1) が成り立つための十分条件であることがわかっ
た。ここで，aij = bi + cj という表示は一意的でない
ことに注意する。
特に，A = (aij)が標準的な台紙のときは，

aij = bi + cj , bi = n(i− 1), cj = j

と表されるので，既に観たように，(5.1)が成り立つ。
また，明らかに次が成り立つ：

観察 6.3 サイズ n × n の台紙 A = (aij) が (6.1) を
満たすならば，

aij + akl = ail + akj (6.2)

(1 ≤ i, j, k, l ≤ n) が成り立つ。実際，
aij + akl = (bi + cj) + (bk + cl)

= (bi + cl) + (bk + cj)

= ail + akj .

である。
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観察 6.2で見たような「加法表」から作られる台紙を
用いれば，標準的な台紙と同様にして「数当てマジッ
ク」ができる。それでは逆に，どのような台紙であれ
ば，同様の「数当てマジック」ができるだろうか？

問 6.4 サイズ n×nの台紙A = (aij)に対して，（5.1）
n∑

k=1

akσ(k) =
n∑

k=1

akk (σ ∈ Sn)

を満たすような台紙 A = (aij)を特徴づけよ。

本節では，これまでの観察に基づいて，「数当てマ
ジック」に使える台紙の特徴づけを与える。
台紙 A = (aij)に対して (5.1)が成り立つためには，

(6.1)が必要であることは次の定理からわかる：

定理 6.5 サイズ n× nの台紙 A = (aij)に対して,

n∑
k=1

akσ(k) =
n∑

k=1

akk (σ ∈ Sn) (5.1)

が成り立つとき, A = (aij) は次の形に一意的に表す
ことができる:

aij =
a

n
+ bi + cj (1 ≤ i, j ≤ n) (6.3)

ただし, bi (1 ≤ i ≤ n), cj (1 ≤ j ≤ n)は
n∑

i=1

bi =
n∑

j=1

cj = 0

を満たすものとする。

補題 6.6 サイズ n × n の台紙 A = (aij) について，
任意の σ ∈ Sn に対して (5.1)が成り立つとき，(6.2)

が成り立つ。

補題の証明 i, j, k, l ∈ {1, 2, . . . , n}を固定する。i = k

または j = l の場合は明らかに（6.2）が成り立つの
で，以下，i ̸= k かつ j ̸= l と仮定してよい。この
とき，置換 σ ∈ Sn として σ(i) = j, σ(k) = l と
なるものをとり, さらに, 2 文字 j と l のみを入れ替
える置換（互換）を τ とする。すなわち, τ(j) = l,

τ(l) = j, τ(h) = h (h ̸= j, l）とすると, h ̸= i, k のと
き，σ(h) ̸= j, lであるから，

τσ(h) := τ(σ(h)) = σ(h) (h ̸= i, k),
τσ(i) = l, τσ(k) = j

が成り立つ。このとき, （5.1）より,

n∑
h=1

ah τσ(h) =

n∑
h=1

ahh =

n∑
h=1

ahσ(h)

であるから, ail + akj = aij + akl がしたがう。 □

定理 6.5の証明
（表示可能性）：サイズ n×nの台紙 A = (aij)が (5.1)

を満たすとすると，先の補題より, (6.2) が成り立つ。
このとき, k, l = 1, 2, . . . , nとして (6.2)の両辺の和を
とると

n∑
k,l=1

(aij + akl) =

n∑
k,l=1

(ail + akj)

より

n2aij +
n∑

k,l=1

akl = n

(
n∑

l=1

ail +
n∑

k=1

akj

)

すなわち，

naij +
1

n

n∑
k,l=1

akl =

n∑
l=1

ail +

n∑
k=1

akj (6.4)

が成り立つので,

a :=
1

n

n∑
k,l=1

akl

bi :=
1

n

(
n∑

l=1

ail − a

)
,

cj :=
1

n

(
n∑

k=1

akj − a

)

とおけば，
n∑

i=1

bi =
1

n




n∑
i,l=1

ail − na


 = 0

n∑
j=1

cj =
1

n




n∑
k,j=1

akj − na


 = 0

であり，これらを用いて

aij =
a

n
+ bi + cj

と表すことができる。（□）

（一意性）： A = (aij)の成分 aij が

aij =
a

n
+ bi + cj =

a′

n
+ b′i + c′j (6.5)
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n∑
i=1

bi =
n∑

i=1

b′i = 0,

n∑
j=1

cj =

n∑
j=1

c′j = 0

と表されたとすると，i = j = kとして k = 1, 2, . . . , n

について和をとることにより,

trA =
n∑

k=1

akk =
n∑

k=1

(a

n
+ bk + ck

)

= a+
n∑

k=1

bk +
n∑

k=1

ck = a

を得る。同様にして, trA = a′ を得るので，

a = a′ = trA

となる。このとき, (6.5)より bi+ cj = b′i+ c′j となり，

bi − b′i = c′j − cj (1 ≦ i, j ≦ n)

が成り立つ。この式を iについて和をとると

0 =
n∑

i=1

bi −
n∑

i=1

b′i =
n∑

i=1

(bi − b′i)

=
n∑

i=1

(c′j − cj) = n(c′j − cj)

であり, j について和をとると

n(bi − b′i) =
n∑

j=1

(bi − b′i) =
n∑

j=1

(c′j − cj)

=
n∑

j=1

c′j −
n∑

j=1

cj = 0

であるから，

bi = b′i, cj = c′j (1 ≦ i, j ≦ n)

を得る。 □

注 6.7 前節の解答 3と同様にすれば，(6.2)が常に成
り立つような台紙 A = (aij)に対しては, (5.1)が成り
立つことを直接確かめることができる。

ところで，より一般に，サイズm× nの長方形状の
台紙（すなわち，m × n行列）A = (aij)についても
次が成り立つ (証明は同様)：

定理 6.8 サイズm× nの台紙 A = (aij)に対して次
は同値である：

• aij + akl = ail + akj

(1 ≤ i, k ≤ m; 1 ≤ j, l ≤ n)

• ある a, bi (1 ≤ i ≤ m), cj (1 ≤ j ≤ n) が存在
して,

aij =
a

mn
+ bi + cj

の形に一意的に表される。ただし
m∑
i=1

bi =
n∑

j=1

cj = 0

を満たす。

特に，台紙 A = (aij)が b1, . . . , bm と c1, . . . , cn から
作られる「加法表」から得られるためには，

aij + akl = ail + akj

(1 ≤ i, k ≤ m; 1 ≤ j, l ≤ n) が成り立つことが必要十
分である。
行列に対する演算など線形代数の基礎的な内容を仮

定すると，行列の階数や行列式の性質に関する基本的
な内容から，観察 3.3で観察した性質が一般のサイズ
n × n (ただし n ≧ 3）に対しても成り立つことがわ
かる。

系 6.9 サイズ n×n（ただし n ≧ 3)の台紙A = (aij)

が (5.1)を満たすならば，台紙 Aから作ることができ
る n!枚の「ひみつのカード」の各カードの○の付いた
数の和に，適当に符号をつけて加えると 0とすること
ができる。

系の証明 まず次の記号を導入する：

記号 n次列ベクトル 1n, n次行ベクトル 1∗
n，および

n次正方行列 1n×n を次で定める：

1n = (1 1 · · · 1)∗ = t(1 1 · · · 1),
1∗
n = (1 1 · · · 1),

1n×n = 1n1
∗
n =




1 1 · · · 1
1 1 · · · 1
...

...
. . .

...
1 1 · · · 1


 .

台紙 A = (aij) が (5.1) を満たすならば，定理 6.5 よ
り，ある数 aと列ベクトル b, cを用いて

A =
a

n
1n×n + b1∗

n + 1nc
∗ (6.6)

（ただし, 1∗
nb = 0 かつ c∗1n = 0）と一意的に表さ

れる。このことから，任意の n 次列ベクトル x に対
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して，

Ax =
a

n
1n(1

∗
nx) + b(1∗

nx) + 1n(c
∗x)

=
(a

n
1∗
nx+ c∗x

)
1n + (1∗

nx)b

∈ span{1n,b}

であるから，rankA = dim ImA ≦ 2 が成り立つ。
よって，n ≧ 3のとき，rankA ≦ 2 < 3 ≦ nが成り立
つので，

detA = 0

がわかる*2。したがって，行列 A = (aij) の行列式
detAの定義より

detA =
∑

σ∈Sn

ε(σ)a1σ(1)a2σ(2)· · ·anσ(n) = 0

が成り立つ（ただし，ε(σ) ∈ {±1}は置換 σ ∈ Sn の
符号を表す）。 □

注 6.10 n = 2のときは，系 6.9は一般に成り立たな
い。実際，標準的な台紙 1 2

3 4
について 1·4− 2·3 =

−2 ̸= 0である。

7 おわりに
本稿で紹介した数当てマジックは，現職教員向けの
講習（例えば，免許状更新講習（鎌田, 2017），平成 31

年度の本学における重点支援研究（代表：市川啓）で
企画された小学校現職教員に対する数学的活動の体験
型講習会）や，著者の所属大学の主に小学校教員を目
指す学生が 1年次に履修する数学の授業（通称「小専

数学」）と教養科目の数学の授業，教職大学院における
算数・数学の授業開発に関する授業等において取り上
げ実演し，いろいろなサイズの標準的な台紙を用いて
定理 5.1 が成り立つことを確かめたり，定理の成立を
仮定して定和を求める方法や定理が成り立つ理由を考
えてもらった*3。
授業等で扱い始めた最初のうちは，サイズ 4 × 4の

標準的な台紙からはじめ，より簡単なサイズ 2 × 2,

3 × 3 を観察したり，次のサイズ 5 × 5 を観察しても
らった後で，サイズ 10× 10の標準的な台紙の各数か
ら 1を減じた台紙を観察してもらい*4，このことを踏
まえて，他のサイズの場合にどうすればよいか考える
よう促し，ある段階で適当な n進法表記を用いるとよ
いという説明（証明 1）を主にしていた。しかしなが
ら，観察 6.1のように標準的な台紙の各数が 2数の和
として構成された「加法表」として捉える方が*5定理
5.1 が成り立つことの本質を捉えているため，最近は
最後のタネあかしとして「加法表」による説明をして
いる。
ところで，より一般に，サイズm× nの長方形状の

台紙 A = (aij)について，観察 3.1に類似する性質

aij + akl = ail + akj

（1 ≤ i ≤ m; 1 ≤ j ≤ n）が成り立つとき，もし各数
aij が整数（自然数）であれば，4つの数の和は

aij + ail + akj + akl = 2(aij + akl)

となり偶数であることがわかる。特に，自然数を 1か
らmnまでを順に並べたサイズm×nの標準的な台紙

*2 このことは，次のようにしてもわかる：行列 Aの 1列目の (−1)倍を 2列目，3列目，. . .，n列目に順次加えると，
detA = det

(( a

n
+ c1

)
1n + b,

( a

n
+ c2

)
1n + b, · · · ,

( a

n
+ cn

)
1n + b

)

= det
(( a

n
+ c1

)
1n + b, (c2 − c1)1n, · · · , (cn − c1)1n

)

= (c2 − c1)· · ·(cn − c1)det
(( a

n
+ c1

)
1n + b, 1n, · · · , 1n

)
= 0 (n ≥ 3のとき).

*3 授業等により受講者層が違うため扱う内容の範囲も異なっている。例えば，小学校現職教員や小学校教員を目指す学生が受講する授業や
教養科目の数学の授業等では，観察 3.3を除く観察 6.1までの内容について主に具体例を中心に扱い，続いて「ひみつのカード」を「魔
方陣のタネ」として捉え，3次または 4次の魔方陣の具体的構成の話題につなげた。一方，中学校・高等学校数学科教員を目指す大学院
生向けの授業では，本稿第６節までの内容をほぼ一通り扱った。その中では，２変数関数 f(x, y)が f(x, y) = g(x) + h(y)のような１
変数関数の和となるための f(x, y)の満たすべき条件と（6.2）の類似性にも触れた。

*4 我々は十進法に慣れているので，例 5.2のように，サイズ 10× 10の「ひみつのカード」の○の付いている数の和が一定であることは一
目瞭然となる。

*5 現職教員向けの講習会では，当日講習中の早い段階でこのことに気づいている受講者がいた一方で，大学の授業では，定理が成立する理
由について，授業時間中はうまく説明できない様子がみられたが，後日提出のレポートでは多くの学生が標準的な台紙を「加法表」と捉
えて説明していた（学生本人が考えたのか，何かを調べたのかは不明）。
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（すなわち，aij = n(i− 1) + j (1 ≤ i ≤ m; 1 ≤ j ≤ n

）） について，正方形状に並ぶ 4つの数

aij ai,j+1

ai+1,j ai+1,j+1

の和 aij + ai,j+1 + ai+1,j + ai+1,j+1 の性質を調べて
説明する問題が，n = 5, 6の場合に令和 3年度全国学
力・学習状況調査の中学校数学の問題 6に出題されて
いる（文部科学省，国立教育政策研究所，2021）。nが
一般の場合も，例えば nが奇数のときには和が 4の倍
数であることがわかり，n が偶数のときは，4 で割る
と 2余る偶数であることがわかる。n, i, j の選び方に
よって様々なバリエーションが考えられよう。
最後に，ガードナー（1979）にも触れてあるように，
本稿で扱った内容のほとんどは，数の範囲を自然数か
ら整数，有理数，実数，複素数（さらには，一般の可
換代数系）に拡げたり，たし算（加法）をかけ算（乗
法）におきかえた「かけ算バージョン」が考えられ，小
学校・中学校・高等学校において数学的活動の題材と
して活用できると思われる。例えば，中学校 1年生の
教科書（藤井, 真島ほか，2021，pp. 11–12）では，「九
九表を，縦 2ます横 2ますの正方形で囲むと，斜めの
数どうしの積が等しくなる」というきまりについて，
2× 4, 2× 5, 3× 4, 3× 5を囲んだ正方形

8 10
12 15

において 8 × 15 = 10 × 12であることを例示し，「ほ
かのところを囲んで，きまりが成り立つことのを???

確かめてみましょう」「学習をふり返ってまとめをしま
しょう」「見つけたきまりがいつでも成り立つ理由を考
えてみましょう」と続いている。一般に，観察 3.1の
性質（aij + akl = ail + akj）の「かけ算バージョン」
（aijakl = ailakj）が「九九表（乗法表）」で成り立つ。
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Mathematical	magic	using	Gardner’s	“magic	matrix”

—as	materials	for	mathematical	activities—

KAMADA Hiroyuki

Abstract

　We	introduce	a	mathematical	magic	by	using	Gardner’s	“magic	matrix,”	which	can	be	thought	as	materials	for	

mathematical	activities	 in	elementary	school,	 junior	high	school	and	high	school,	 togther	with	relvant	teaching	

practices	at	university.

Key words：  mathematical	activities,	 laws	of	arithmetic,	numeral	system,	permutation,	
matrix,	determinant
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