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概要

新学習指導要領では「数学的な見方・考え方を働かせ，数学的活動を通して，数学的に考える
資質・能力」を育成することが掲げられている．それを実現するためには，教師自身の数学的経
験や技能が重要であることは言うまでもないが，それらの経験や技能が十分であるとは必ずしも
言えない．本稿では，教科書で取り上げられている命題をもとに，教師自身がそこから新たな問
題を提起し，それを解決していくことで，総合的・発展的に考えることを経験し，学問として体
系化された数学を再認識すると共に，教師自身の数学的な見方・考え方の理解を深めることに資
する，数学的経験と技能を養う教師教育カリキュラムの一考察について述べる．
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I 序

小学校から高等学校までのすべての新学習指
導要領 [Mo17a]，[Mo17b]，[Mo18] において，
「数学的な見方・考え方を働かせ，数学的活動
を通して，数学的に考える資質・能力」を育成
することが目標として掲げられている．これを
実現するためには，数学的活動に基づいた学校
での授業カリキュラムを開発するだけでなく，
不十分な児童生徒の考え方を生かして授業をす
ることができる教師の育成が必要である．本稿
では，本学の今年度重点支援研究「算数教育に
関する専門性の一層の向上を目指す教師教育カ
リキュラムの開発ならびにその効果に関する臨
床的研究：数学的経験に着目して」（研究代表
者：市川啓）の考え方に基づき，同研究に係る
体験型講習や今年度の本学での講義，および，
今年度の本吉地方中学数学研究部会での講演を
踏まえて，教師自身が数学的な見方・考え方を

働かせ，数学的活動を行い，数学的に考えるこ
とについて再考し，その資質・能力を深めるた
めの教師教育カリキュラムについて具体的な例
を通して考えていく．こうしたカリキュラムの
中で，教師自身が総合的・発展的に考えるとい
う数学的活動を経験し，大学で学ぶ体系化され
た学問としての数学を再確認すると共に，教師
自身の数学的な見方・考え方の理解を深め, 小
学校から高等学校までの新学習指導要領の算数
科・数学科の目標，とくに「総合的・発展的に
考察する力」を養うことで「数学的に考える資
質・能力」を育むための，教師としての児童・
生徒に対する数学的活動に繋げていければと考
えている．

II 提示する問題

中学校数学の教科書 [Ke15]や [To15]では次
のような問題（例や例題）が取り上げられてい
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る（この問題は自વ数を੔数としても成りཱつ
命題であるが，小学校教һもؚめることを೦಄
に自વ数としてѻうこととする）．

問 II.1 2ܻの自વ数と，その数の十のҐと一
のҐの数をೖれସえてできる数との࿨は，11の
ഒ数であることをࣔせ．

この問題は，10ਐのҐ取ه数๏をར༻し数
を表現することと，จࣜࣈのܭ算ができればࣔ
すことができる．具体的には，xを十のҐの数，
yを一のҐの数として，2ܻの自વ数を 10x+y

と表せれば，Ճえるもう一つの自વ数は 10y+x

となるので，

(10x+ y) + (10y + x) = 11(x+ y)

により，x + yが੔数であることから，2つの
数の࿨が 11のഒ数であることがΘかる．小学
生にূ໌は೉しいが，例えば x = 5, y = 7と
いう具体的な஋に対して，上のܭ算ࣜをච算の
で（あえて࿨をܗ 2行で表し），

5 7
+) 7 5

1 2
+) 1 2

1 3 2

と書き表せば，

1 2
×) 1 1

1 2
+) 1 2

1 3 2

とൺֱして，そのݪ理を理解する児童もいるこ
とだΖう．実ࡍに，ฏ成 29年度શࠃ学力・学習
ঢ়گௐࠪ [Ko17]の小学校算数 Bの 1 の (3)で
は，（考え方はҟなるが）数学的な考え方をΈる
問題として，問 II.1における「2つの数の࿨」
を「2つの数のࠩ」として؍察できる性質の一
部がग़題されている（§ Vにޙ述する命題 V.1

や命題 V.3につながる問題でもあり，§ Vでも
৮れている）．
さて，この問題をग़発点として，教師教育ϓ

ϩάラムの一つを考えてΈる．やり方は，2ܻ
の自વ数の問題をࢀ考にし，3ܻや 4ܻの自વ

数について “同༷なૢ࡞”によͬてಘられる数
がͲのような性質をもつかをௐべ，成りཱつと
Θれる命題を༧ଌし，それをূ໌するというࢥ
ϓϩηεを実行する．つまり，問題を見つけて，
命題を༧ଌし，それを実ࡍにࣔすのである．問
題のઃఆは自༝なのでいΖいΖな֦がりが考え
られる．そこで，教師自身が数学的な見方・考
え方を働かせ，総合的・発展的に考えるという
経験をしながら数学的な活動を行うことによͬ
て，自身の数学的に考える資質・能力を深めよ
うという༁である．

άϧʔϒで行えば，おޓいの見方・考え方を
することによͬて，それͧれの発૝や分か׵ަ
り方を஌り，さらに深まりのある活動となるが，
これはまさに理数系の大学Ӄでηϛφʔとして
行Θれている研究ख๏にଞならない．

III カリキュラムの一ྫ

問 II.1がग़発点であるが，そもそもこの問
題が理解できていなければ，次にԿをすべきか
見౰がつかないであΖう．そこで，まずこの問
題自身にٻめられる数学的活動を理解しても
らうことから࢝める．؆୯ではあるが，基本的
にҎԼのྲྀれでそれを行う．このྲྀれ自体，児
童・生徒も経験するॳ等的な数学的活動の一つ
である．

(1) 2つの自વ数をࢥいුかべてもらい，そ
の数と，その数のҐをೖれସえた数との
࿨をܭ算してもらう．

(2) 同͡ことをԿ度か܁りฦしてもらい，࿨
にはͲのような性質があるか؍察しても
らう．

(3) Θれる命題ࢥ察した݁果，成りཱつと؍
を書いてもらう．

(4) それを実ࡍにূ໌してもらう．

このྲྀれの (3)のաఔでは，命題がͲのよう
なจষで表現されているのか（೔本ޠのจষだ
けで表現されているのか，ࣜやจࣈをར༻して
表現されているのかなͲ），自分の表現とଞの
ਓの表現をൺべることで数学的な表現方๏の๛
かさも実ײしてもらう．Ͳの表現が一൪ྑいか
という問題ではなく，ਖ਼しい表現であればすべ
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てฏ等にྑいのである．また，ূ໌ではલઅの
ようにจࣜࣈをར༻することになるが（༗ݸݶ
なのでしらΈつぶしでもূ໌はできる），લઅ
の 57+75のච算による表現でのઆ໌のように，
小学校算数でのܭ算でもそれが 11のഒ数であ
ることが理解できること（Ґをずらして同͡数
をՃえているので 11のഒ数であること）を再
認識してもらうことは，ॳ等的なൣғで数学的
に考えることとして໘നいことである．

さて，これをもとに実ࡍに考えてもらう問題
はҎԼの通りである．

問 III.1 3ܻの自વ数について，同༷なૢ࡞に
よͬてಘられる数がͲΜな性質をもつかௐべ，
成りཱつと༧૝される性質を命題としてه述
し，それをূ໌してΈよう．

問 III.2 さらに 4ܻҎ上の自વ数についても
同༷な考察を行い，成りཱつと༧૝される命題
をه述し，それをূ໌してΈよう．

ここで，“同༷なૢ࡞”や “同༷な考察”として
いるのは，すでにग़てきた見方・考え方やख๏
をݻఆせず，自༝度を༩えて新しい展開を見つ
けग़し，数学的な見方・考え方を֦げていくこ
とをखॿけために༻いている表現である．

なお，問題をݕ౼するҎલでは，すべての 3

ܻの自વ数（または 3ܻҎ上の自વ数）につい
て成りཱつ命題があるかͲうかはΘからない
ので，Կらかの৚݅を՝すことで成りཱつ命題
もؚめて，Կでもよいから問題を見つけてΈる
こととし，൱ఆされてもそれは一つの݁࿦であ
る，ということを఻えておく．そして，༧ଌし
た命題がূ໌できれば，それは自分（ୡ）が発
見したఆ理がಘられたことになる．

IV ༧૝໋題ʢͦの̍ʣ

さて，実ࡍに問 III.1を考えてもらうとき，
不確かな表現である “同༷なૢ࡞”とはԿかが
問題となる．しかし，それを考えることはこの
問題において大੾な数学的活動の一つなので
ある．

まず，もとの数からผの数を࡞るૢ࡞に関し
ては，一൪ετϨʔτな発૝として，「もとの数

と，その数のҐの数をٯにฒびସえてできる数
との࿨」が考えられる．たとえば，

123 + 321 = 444 = 22 · 3 · 37,
314 + 413 = 727（これはૉ数 !）

がそうである．しかし，この 2つの例をோめれ
ば共通の໿数はないので，「ͲΜな 3ܻの自વ数
についても，もとの数と，その数のҐの数をٯ
にฒびସえてできる数との࿨がある数のഒ数に
なる」という命題は成りཱたないことがΘかる．
つまり，൱ఆ的な݁果になͬてしまͬた．しか
しながら，これもཱ೿な一つの命題である．

一つの発૝がそこでࢭまͬても，数学的な見
方・考え方からվめて “同༷なૢ࡞”について
ఆݻしてもらうとともに，見方・考え方が౼ݕ
されてしまͬた者については「Կらかの৚݅を
՝すことで成りཱつ命題」についてもݕ౼する
ようଅすことにする．

さて，࠷ॳの「もとの数と，その数の十のҐ
と一のҐの数をೖれସえてできる数」をಘると
いうૢ࡞と “同༷なૢ࡞”については，次のよ
うなものを૝ఆすることができるであΖう．

(1) もとの数と，その数のҐの数をٯにฒび
ସえてできる数の，2つの数．たとえば，
314と 413という 2つの数．

(2) もとの数と，その数のͲこか 2つのҐの
数をೖれସえてできる数の，2つの数．こ
れは (1)の 314と 413という 2つの数も
ؚむが，それҎ֎に 314と 134，または，
314と 341という 2つの数．

(3) もとの数と，その数の֤Ґの数をॱに一
ܻずつずらしてできる 2つの数の，合ܭ
3つの数．たとえば，123と 231と 312と
いう 3つの数．

(4) もとの数と，もとの数のҐの数をฒびସ
えてできるすべての数の，合ܭ 6つの数．
たとえば，123，132，213，231，312，321
の 6つの数．

これらについて，Կらかの演算を考えてͲの
ような性質が成りཱつかをݕ౼し，成りཱつ命
題を༧ଌし，それをূ໌するという数学的経験
を行う．
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上であげた 3ܻの自વ数からผの自વ数を
りग़す方๏の基本は，(4)をΈれば૝૾がつ࡞
くとࢥうが，3つの数のஔ׵を考えることであ
る．つまり，これは のॱྻを考えることでݸ3
あり，さらに言い׵えれば，もとの数から 3次
対শ܈ S3 の࡞༻によͬてಘられる数を考える
ことでもあり，その新たな数を࡞るというૢ࡞
はࣸ૾とଊえることもできる．たとえば，(2)

のように 2つのҐの数をೖれସえることは׵ޓ
の࡞༻に૬౰し，(3)のようにҐの数をॱに一
つずつずらしてできる数をಘることは 3次ަ代
させることに૬౰する（よͬて༺࡞をݩの܈ 3

ճ目でもとのฒびに໭る）．たとえば，314と
いう自વ数を (3, 1, 4)というॱংをもͬた数の
૊と考えて，σ = (1 2)という׵ޓ（ॱংを࣋ͬ
た数の૊の 1൪目と 2൪目の数のҐஔをมえる
というஔ׵）をࢪせば，σ((3, 1, 4)) = (1, 3, 4)

となり．これを自વ数に໭せば 134となるΘけ
である：

314 !−→ (3, 1, 4)

!−→
σ=(1 2)

σ((3, 1, 4))

= (1, 3, 4)

!−→ 134

つまり，ॱྻ૊Έ合Θせから࢝まり，ࣸ૾の֓
೦や，܈࿦においてඇՄ܈׵として代表的な対
শ܈とその࡞༻という見方や考え方を確認す
ることもできる．こういͬた確認は中学校や高
等学校の教һにとͬては༗ӹな再確認であΖう
し，小学校の教һにとͬても一年生の一൪࠷ॳ
に೔本ޠを༻いずにొ৔するものとものとの対
Ԡや高学年でのม化なͲを指導するࡍのઆ໌や
表現の޻෉においては໾ཱつことであΖう．

次に，こうしてಘられた数の૊に対して “同
༷なૢ࡞”のଓきとしてԿらかの演算を行うこ
とを考える．問 II.1ではそれは࿨であͬた．こ
こでは，࿨とࠩを೦಄に考えてΈる．なお，໿
数・ഒ数の性質を考える৔合，ੵや঎の演算を
行うことはݸʑの数について考察することにؼ
着されるので，࿨とࠩを考えることはଥ౰なબ
୒ࢶである．また，“ࠩ”を考えるということを
い෇くこともࢥ 2߲演算という֓೦の大࿮とし
て࿨がଊえられているかの再確認に繋げること

ができるであΖう．というのも，中学校教һ向
けの講演での経験によれば，ࠩをとるという発
૝自体も؆୯にग़てくることではないようだͬ
たからである．

実ࡍに，教һ（小学校教һ）や学生（ٶ৓教
育大学の理数系の中高教һを目指す学生）を対
৅にこの問題を提ࣔし，༧ଌとしてग़てきた༧
૝命題は次の通りである．

༧૝ IV.1 (1) 3ܻの自વ数と，その数の୺
のܻの数をೖれସえてできる数との࿨は，
11のഒ数になるとはݶらない．

(2) 3ܻの自વ数と，その数の୺のܻの数を
ೖれସえてできる数との࿨は，111のഒ
数になることがある．

(3) 3ܻの自વ数と，その数の୺のܻの数を
ೖれସえてできる数とのࠩは，11のഒ数
（99のഒ数）になる．

(4) 3ܻの自વ数と，その数の֤Ґの数をॱ
に一ܻずつずらしてಘられる数の，合ܭ
3つの数の࿨は，111のഒ数になる．

(5) 3ܻの自વ数と，その数のඦのҐと十のҐ
の数をೖれସえてできる数との࿨は，11

のഒ数にならないようだ．
(6) 3ܻの自વ数と，その数のҐの数をฒび
ସえてできるすべての数の，合ܭ 6つの
数の࿨は，111のഒ数である．

さらに，これらの༧૝命題（とくに༧૝ IV.1

の (2)や (6)）のূ໌をࢼΈながら次のような
༧૝命題もग़された．

༧૝ IV.2 (1) ࿈ଓする 3つの数が߱ॱまた
はঢॱでඦのҐからॱにฒΜでいる自વ
数について，その数と，その数のҐの数
をٯにฒびସえてできる数との࿨は，111
のഒ数（もとの数のਅΜ中のҐの数の222

ഒ）である．
(2) 3ܻの自વ数について，ඦのҐと一のҐ
の࿨が十のҐの 2ഒに等しければ，その
数と，その数のҐの数をٯにฒびସえて
できる数との࿨は，111のഒ数になる．

(3) 4ܻの自વ数について，ઍのҐと一のҐ
の࿨がඦのҐと十のҐの࿨に等しければ，
その数と，その数のҐの数をٯにฒびସ
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えてできる数との࿨は，1111 のഒ数に
なる．

(4) nܻの自વ数と，その数のҐの数をฒび
ସえてできるすべての数の，合ܭ n!ݸの
数の࿨は，111 · · · 111︸ ︷︷ ︸

n ݸ

のഒ数である．

Ҏ上の༧૝は一例と言えるが，これらの༧
૝のために，または，༧૝をূ໌するために
目的をもͬてܭ算を行うことは，ҙຯのない
数についてのܭ算࿅習とはҟなり，実ࢪ者の数
学的経験を๛かなものにしていることは確か
であΖう．また，༧૝ IV.2をよくோめてΈる
と，(1)は (2)にؚまれるओுであることにؾ
づく．実ࡍに，࿈ଓする 3つの数を a − 1, a,

a+ 1とし，これらの数をこのॱでඦのҐの数
から一のҐの数となる 3ܻの自વ数を考えれ
ば，(a − 1) + (a + 1) = 2aという関係が成り
ཱͬている．こういうことにؾづくことも数学
的経験に基づく数学的な見方・考え方の習ಘに
繋がる．
さて，上の༧૝命題の中で実ࡍにূ໌が提Ҋ
されたものは，༧૝ IV.1の (6)とその一ൠ化
の༧૝ IV.2の (4)，および，༧૝ IV.2の (2)

である．લの 2つは本学大学生により，ޙ࠷の
一つは小学校教һのάϧʔϓにより୧り着いた
ものである．ҎԼ，؆୯にそのূ໌を঺հし，
ίϝϯτを述べていく．

(༧૝ IV.1の (6)のূ໌) ඦのҐの数を x, 十の
Ґの数を y，一のҐの数を zとして，3ܻの自
વ数を 100x + 10y + zとする．このとき，Ґ
の数のฒびସえでできる数は，100x+10z+y，
100y+10x+z，100y+10z+x，100z+10x+y，
100z+10y+xであり，もとの数とこれらの数
の合ܭ 6 = ，の数の࿨はݸ!3

2 · (100 + 10 + 1)x

+ 2 · (100 + 10 + 1)y

+ 2 · (100 + 10 + 1)z

= 2 · 111 · (x+ y + z)

となる．2(x+ y+ z)は੔数であるので，この
࿨は 111のഒ数である． !

(༧૝ IV.2の (4)のূ໌) は͡めの nܻの自વ

数を
∑n−1

i=0 ai · 10iとする．つまり，

an−1 · 10n−1 + · · ·+ a1 · 10 + a0

である．ただし，aiは 0 ≤ ai ≤ 9をΈたす੔
数である．もとの数をؚめてҐの数のฒびସえ
でできる数はશ部で n!ݸあり，それらの数に
おいて֤Ґに同͡数が (n− だけ現れるのݸ!(1
で（ಡ者は要確認），それらの数の࿨は，

(n− 1)!× (an−1 + an−2 + · · ·+ a1 + a0)

×(10n−1 + 10n−2 + · · ·+ 10 + 1)

= (n− 1)! · 111 · · · 111︸ ︷︷ ︸
n ݸ

·
n−1∑

i=0

ai

となる．よͬて，合ܭ n!ݸの数の࿨は確かに
111 · · · 111︸ ︷︷ ︸

n ݸ

のഒ数である． !

一ൠにnܻの自વ数を考えるときにも，Ґの
数を x, y, z，· · · なͲ୯一のจࣈで表すことは
述でొ৔したԼ෇きを൐هΘないが，数ྻのߏ
うه߸ a1, a2, a3，· · · をར༻することで，見
通しがྑくなることが理解できるとࢥう．この
ようなΠϝʔδをもͬてઆ໌ができれば，ఴえ
を༻いることができない児童や生߸هを൐うࣈ
徒΁のઆ໌にも૝૾力を働かせた活動ができる
ことは༰қに૝૾がつくことである．また，3

ܻや 4ܻなͲのݻఆされたܻについてのओுを
ѻͬているஈ֊では，Ͳのओுも高ʑ༗ݸݶの
自વ数についてௐべればそのओுの成൱は確認
できるため，力ずくでࣔすこともできると言え
る（ܭ算ػでϓϩάラϛϯάを行えばさらに؆
୯にそれが実行できる）が，一ൠの nܻの自વ
数をѻうことはແ数の自વ数についてその༧૝
の成൱をݕ౼しなくてはならず，その成൱がΘ
かることはまさに数学による考察の力そのもの
であると言ͬてもա言ではない．

(༧૝ IV.2の (2)のূ໌) ඦのҐの数を x, 十の
Ґの数を y，一のҐの数を zとして，自વ数を
100x+10y+zとする．このとき，その数のҐの
数をٯにฒびସえてできる数は 100z+10y+x

である．よͬて，考える数の࿨は 101x+20y+

101zである．ここで，Ծఆより x+ z = 2yで
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あるので，この 2つの数の࿨は，

101x+ 20y + 101z = 101(x+ z) + 20y

= 202y + 20y

= 222y = 2 · 111 · y

となる．よͬて，その࿨は 111のഒ数（ਅΜ中
のҐの数の 222ഒ）であることがΘかる． !

教һ（小学校教һ）や学生（中高の理数系教
һを目指すٶ৓教育大学学生）を対৅に行ͬた
ときには，これらのূ໌はࠇ൘に൘書の上，ݸ
ਓまたはάϧʔϓとしてօのલでの発表という
．でઆ໌をしてもらͬたࣜܗ
そのとき，༧૝ IV.2の (4)については，こ

ͪらとのやり取りの中で，nܻでは

(n− 1)! · 111 · · · 111︸ ︷︷ ︸
n ݸ

のഒ数になることにؾづき，ূ໌した命題を次
のようにより一ൠ的なܗとした．

໋題 IV.3 nܻの自વ数について，その数と，
その数のҐの数をฒびସえてできるすべての
数の，合ܭ n! の自વ数の࿨は，(nݸ − 1)! ·
111 · · · 111︸ ︷︷ ︸

n ݸ

のഒ数である．

目的の命題のূ໌を༩えただけでなく，さら
にそのূ໌を見௚すことで，より一ൠ的な命題
がূ໌できていることにؾが෇いた例である．
୯७なܭ算や今まで࣋ͬていた数学的な見方・
考え方だけでは༧૝できなかͬた命題が，自身
の数学的経験とগしのやり取りによͬて命題と
して認識できたことになる．
༧૝ IV.2の (2)については，༧૝ IV.2の

(1)をؚむということを認識した上で発表が行
Θれたが，൘書の中で，ඦのҐを x, 十のҐを
y，一のҐを zとするとき，

x+ z = 2y ⇐⇒その࿨は 111のഒ数

が成りཱつというه述がΈられた（これが実ࡍ
にਖ਼しいことは § VIでࣔす）．しかし，実ࡍに
ূ໌していることは，「x + z = 2yのとき」と
いうԾఆの上でのٞ࿦だけであり，命題として

書いている数学的ࣄ実とূ໌しているࣄ実が同
͡でないこと，言い׵えれば，考えている಺༰
がਖ਼確に表現できていない，または，ূ໌して
いることがਖ਼確に೺ѲできてないՄ能性のある
ことが࢕えた．したがͬて，教師同࢜でこのよ
うなػ会をઃけて，おޓいのओுと൘書上のه
述の಺༰についてや，ओுしたいこととその数
学的࿦ূの࢓方がਖ਼しいかͲうかについてݕ౼
し合うことはとても重要なことだと͡ײた．

V ༧૝໋題ʢͦの̎ʣ

ここでは，実ࡍにはそのような展開にはなら
なかͬたが，౰ॳ૝ఆした展開のうͪ一ൠのܻ
についてもओுが֦ுできる命題について৮れ
ておく．

2ܻの自વ数をࢀ考に 3ܻの自વ数について
考えた৔合，「もとの数と，その数のҐの数をٯ
にฒびସえてできる数との࿨はͲΜな数のഒ数
になるか」という問題を考えることは自વであ
る．しかし，それができないことは § IVの๯
಄でઆ໌した通りである．

そこで，「ԡしでもμϝならҾいてΈな」を教
に，ผの܇ 2߲演算を૝૾し「଍しでもμϝな
らҾいてΈな」を実行すると，༧૝ IV.1の (3)

のओுが༧ଌできる．いくつかのܭ算例をもと
にこのことが༧ଌできれば，それをূ໌するこ
とはจࣜࣈのܭ算を࢖えば೉しいことはԿもな
い．実ࡍに，ඦのҐを x, 十のҐを y，一のҐを
zとして，3ܻの自વ数を 100x+10y+zとする
と，考える2つの数のࠩは99x−99z = 99(x−z)

である．よͬて，そのࠩは 11のഒ数（99のഒ
数）であることがΘかる．

次に，4ܻの自વ数について，もとの数のҐ
の数をٯにฒびସえてできる数との関係を考え
ると，今度は࿨をとることで 11のഒ数となる
ことが༧ଌできる（この৔合には 99のഒ数に
なるとはݶらない．たとえば，3452 + 2543 =

5995 = 5 · 11 · 109となる）．さらに，5ܻの自
વ数についてはࠩをとることで再び 11のഒ数
（99のഒ数）となることが༧ଌできる．

そうなると，༩えられた数と，その数のҐの
数をٯにฒびସえてできる数について，ۮ数ܻ
であれば࿨をとることで，ح数ܻであればࠩを
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とることで，共に 11のഒ数となることが༧ଌ
できる．そして，実ࡍにそれがਖ਼しいことをࣔ
すことができる．つまり，次の命題が成りཱつ．

໋題 V.1 aを自વ数，bを aのҐの数をٯにฒ
びସえてできる数とするとき，次が成りཱつ．

(1) aがۮ数ܻならば，a + bは 11のഒ数で
ある．

(2) aがح数ܻならば，a−bは 11のഒ数（99

のഒ数）である．

11のഒ数であることだけに஫目すれば，ܻ
数による৔合分けを行Θずに，上の命題は次の
ように述べることもできる．これは数学的な表
現によるࣄ৅のॲ理の؆ܿ化である．

໋題 V.2 nを自વ数とし，aを nܻの自વ数，
bを aのҐの数をٯにฒびସえてできる数とす
る．このとき，a+(−1)nbは 11のഒ数である．

一ൠのnに関する命題 V.1も，10のϕキ 10i

を 11でׂͬた༨りを考察すれば，จࣜࣈをར༻
することでূ໌を༩えることができるが，実質
的にۮ数ܻとح数ܻで৔合分けを行うことや，
10のϕキを 11でׂͬた༨りがܻ数にԠ͡てม
Θるঢ়گに目を向ける必要があるため，数学的
な見方・考え方が不十分であれば，一ൠの nに
ついて命題をࣔすことは༰қではないだΖう．
しかしながら，そういͬたূ໌の方਑を見つけ
る活動そのものが数学的活動であり，とくにこ
のことは 11のഒ数の൑ఆ๏を見つけることに
も繋がる題ࡐでもある．
ূ໌は等ࣜに基づいてີݫに行えばかなり൥

なものになるが，大学の数学で学ぶ「数の合ࡶ
同」の֓೦をར༻すれば，そのূ໌はҎԼの通
り؆୯なものである（数学的な表現技๏の֫ಘ
によりূ໌が؆໌になるのである）．

(命題 V.1のূ໌) nܻの自વ数 aを

a =
n−1∑

i=0

ai10
i （0 ≤ ai ≤ 9：੔数）

と表す．このとき，b =
∑n−1

i=0 an−1−i10i とな
る．ここで，

10i = (11− 1)i ≡ (−1)i (mod 11)

が成りཱつことを஫ҙしておく．
まず，aがۮ数ܻ，つまり，nがۮ数であれば，

a ≡ −an−1 + an−2 · · ·− a1 + a0 (mod 11)

b ≡ −a0 + a1 · · ·− an−2 + an−1 (mod 11)

であるので，a+ b ≡ 0 (mod 11) をಘる．よͬ
て，その࿨は 11のഒ数である．
aがح数ܻ，つまり，nがح数であれば，

a ≡ an−1 − an−2 · · ·− a1 + a0 (mod 11)

b ≡ a0 − a1 · · ·− an−2 + an−1 (mod 11)

となるので，a− b ≡ 0 (mod 11) をಘる．よͬ
て，そのࠩは 11のഒ数であることがΘかる．
さらに，10i = (9 + 1)i ≡ 1 (mod 9)である
ことより，ۮ数ܻであるかح数ܻであるかにか
かΘらず，

a ≡ an−1 + an−2 · · ·+ a1 + a0 (mod 9)

b ≡ a0 + a1 · · ·+ an−2 + an−1 (mod 9)

となるので，a− b ≡ 0 (mod 9) をಘる．
Ҏ上より，aがح数ܻであれば，11と 9がޓ

いにૉであることから a − bが 99のഒ数であ
ることもΘかる． !

上の命題のূ໌における๏ 9でのܭ算より，
次のことも෭࢈෺としてΘかる．

໋題 V.3 aを自વ数，bを aのҐの数をٯに
ฒびସえてできる数とする．このとき，a − b

は 9のഒ数である．

実は，この命題も中学校数学の教科書 [Ke15]

や [To15]で問 II.1に૬౰する例や例題のޙに，
数学的活動を༩えるݕ౼問題としてग़てくる次
の問（に૬౰する問題）の一ൠ化になͬている．

問 V.4 2ܻの自વ数と，その数の十のҐと一
のҐの数をೖれସえてできる数とのࠩは，9の
ഒ数であることをࣔせ．

なお，問 V.4において，࠷ॳに༩えた自વ数
の十のҐと一のҐのࠩを kとすれば，考えてい
る 2つの数のࠩは

(10x+ y)− (10y + x) = 9(x− y) = 9k
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となり，9|k|のഒ数である．ここで，|k|は kの
ઈ対஋である．この中で k = 1, 2, 3について
の考察がฏ成 29年度શࠃ学力・学習ঢ়گௐࠪ
[Ko17]の小学校算数 Bの 3 の問題としてొ৔
しており，本稿で取り上げたྨの問題から発展
的に考えることを経験し，自らのखで命題を見
ग़す活動を行うことは，教ஃにཱつࡍの数学的
活動の基൫を༩える教師教育カリキュラムとし
て大きなҙຯをもつであΖう．とくに，小学校
教һにおいては高次の数学的ࢥ考のϓϩηεを
経験でき，中学校教һや高校教һにおいてはよ
り学問として੔理された数学をଊえなおすػ会
になると共に，校छのҟなる教һの発૝からࢠ
Ͳもの分かり方や自分の教え方を見௚すػܖと
もなりಘる．
また，命題 V.1のূ໌では，๏ 11による合

同ࣜ 10i ≡ (−1)i (mod 11)から nܻの自વ数
a =

∑n−1
i=0 ai10iについて

a ≡ (−1)n−1an−1+· · ·+a2−a1+a0 (mod 11)

がࣔされているが，これはઌに৮れた 11のഒ
数൑ఆ๏である次の命題を༩える基本的な関係
ࣜである．

໋題 V.5 aを自વ数とする．aの֤Ґの数に
一のҐからॱに+, −, +, −, · · · とަޓにූ߸
を෇けて，それらをՃえた஋が 11のഒ数であ
れば，aは 11のഒ数である．

さらに，命題 V.5のલで述べた nܻの自વ数
aについての๏ 11での関係ࣜをそのままจষ
で表現すれば，より一ൠ的な次の命題となる．
このような書き׵えによる一ൠ化は，数学的な
表現の解ऍの࢓方を経験する活動ともなる．

໋題 V.6 aを自વ数とする．aの֤Ґの数に
一のҐからॱに+, −, +, −, · · · とަޓにූ߸
を෇けて，それらをՃえた஋を bとする，この
とき，aを 11でׂͬた༨りと bを 11でׂͬた
༨りは等しい．

教һの方ʑに合同ࣜのษڧをקめるΘけでは
ないが，数学でѻう࠷も基本的な関係である同
஋関係や，ू合を数と見なして考えるという数
の合同の一໘，および，数の合同を通して理解

できる「࿨ࠩੵがwell-definedにఆまる」とい
う֓೦（これは小学校での分数の࿨の取ѻいに
も繋がる）なͲは，数学的な見方・考え方を働
かせるために必要な基本的なಓ具であり，数学
的活動を行う中でڙࢠたͪの発言をきͪΜと理
解し，授業の中で活༻していくために，あれば
໾にཱつ数学の一体系である．そして，こうし
た数学的എܠと数学的経験のཪଧͪによͬて，
そのਓから発せられる言༿に深Έと重Έがग़て
くることがظ଴できる．

VI ༧૝໋題ʢͦの̏ʣ

ここでは，§ IVの༧૝ IV.1の (2)から೿生
して提ࣔされた༧૝ IV.2の (2)と (3) （よͬ
て༧૝ IV.2の (1)をؚむ）について，一ൠに
nܻの৔合にはͲうであるかを述べておく．
まず，3ܻや 4ܻの自વ数の৔合には，次が

成りཱつ．

໋題 VI.1 自વ数 aと，aのҐの数をٯにฒび
ସえてできる数 bの࿨について次が成りཱつ．

(1) aが 3ܻのとき，ඦのҐを x, 十のҐを y，
一のҐを zとおく．a+ bが 111のഒ数で
あるための必要十分৚݅は x+ z = 2yと
なることである．

(2) aが 4ܻのとき，ઍのҐを x，ඦのҐを y,

十のҐを z，一のҐをwとおく．a+ bの
࿨が 1111のഒ数であるための必要十分
৚݅は x+w = y+ zとなることである．

(命題 VI.1のূ໌) (1) x+ z = 2yならば a+ b

が 111のഒ数であることは § IVの༧૝ IV.2の
(2)のূ໌でࣔした．よͬて，あとは a + bが
111のഒ数ならば x + z = 2yとなることをࣔ
せばよい．
そこで，a+ bは 111のഒ数とする．このと

き，a+ b = 101(x+z)+20yであり，このӈล
はある੔数 kがあͬて 101(x+z)+20y = 111k

と表せる．この྆ลから 111(x+ z)をҾくと，

−10(x+ z) + 20y = 111(k − x− z)

となる．とくに，ࠨลの −10(x + z) + 20y =

10(2y− (x+ z))は 111のഒ数である．ここで，
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10は 111とޓいのૉであるので，

2y − (x+ z) = 111h

となる੔数 hがある（つまり，ࠨลは 111のഒ
数である）．とこΖで，x, y, zは一ܻの自વ数
またはྵであるので，

−20 < 2y − (x+ z) < 20

が成りཱつ．このことと，2y − (x+ z)が 111

のഒ数であることより，

2y − (x+ z) = 111× 0 = 0

であるしかない．よͬて，x + z = 2yがಘら
れた．
(2) 同༷なྲྀれでࣔすことができる（ৄࡉはಡ
者の数学的活動の一部とする）． !

5ܻҎ上の৔合についても同༷にূݕしてい
くと，nܻについての考察が n− 2ܻの৔合に
着できることがΘかり，同༷の命題が成りཱؼ
つことがࣔせる．その具体的なূ໌は命題 VI.1

の (2)のূ໌にଓきಡ者にҕͶることとするが，
その݁果が書かれている書෺をΈたことはない
ので命題としてҎԼにまとめておく．

໋題 VI.2 n > 2を自વ数とし，aを nܻの自
વ数，aのҐの数をٯにฒびସえてできる数を
bとする．a =

∑n−1
i=0 ai10i（aiは 0Ҏ上 9ҎԼ

の੔数）とおけば，次が成りཱつ．

(1) nがح数のとき（aがح数ܻのとき），a+b

が 111 · · · 111︸ ︷︷ ︸
n ݸ

のഒ数であるための必要十

分৚݅は a0 + an−1 = a1 + an−2 = · · · =
an−1

2 −1 + an−1
2 +1 = 2an−1

2
となることで

ある．
(2) nがۮ数のとき（aがۮ数ܻのとき），a+b

が 111 · · · 111︸ ︷︷ ︸
n ݸ

のഒ数であるための必要十

分৚݅は a0 + an−1 = a1 + an−2 = · · · =
an

2−1 + an
2
となることである．

なお，上هの命題 VI.2 や命題 IV.3 では
111 · · · 111︸ ︷︷ ︸

n ݸ

のഒ数になることを考察したが，

111 · · · 111︸ ︷︷ ︸
n ݸ

の໿数にはいΖいΖなૉҼ数が現

れ，ಛఆのഒ数の命題にすることは༰қではな
い．たとえば，11はૉ数であるが，

111 = 3 · 37,
1111 = 11 · 101,
11111 = 41 · 271,
111111 = 3 · 7 · 11 · 13 · 37,
1111111 = 239 · 4649,
11111111 = 11 · 73 · 101 · 137,

となり，そのޙしばらくは合成数がଓく．4ܻ
Ҏ上のۮ数ܻについては，

1111 · · · 1111︸ ︷︷ ︸
n ݸ

= 11 · · · 11︸ ︷︷︸
n
ݸ2

×100 · · · 00︸ ︷︷︸
(n2−1) ݸ

1

となり，൒分のܻの৔合にؼ着することができ
る．さらに，一ൠにܻ数が合成数であれば，ૉ
数ܻの成分でׂることができるのでૉ数ܻの৔
合にؼ着することができる．しかし，

111 · · · 111︸ ︷︷ ︸
19 ݸ

=
1019 − 1

9

はૉ数となる．実は，このܗの数がいつૉ数に
なるのか，またͲのくらいૉ数になるものがあ
るのかはະ解決問題である．義຿教育の教科書
に書かれている問題は解ける問題がฒΜでいる
ため，まだ解かれていない問題にૺ۰すること
はكであるが，஌られている命題をもとにこの
ように新しい問題をݕ౼していけば，ະ解決問
題にग़会うこともしばしば起こるものである．
今ճの命題に関して言えば，あえてૉҼ数分解
を考察しなかͬたことで命題が書けたとも言え
るΘけである．
さて，命題 VI.2に࿩を໭すと，この命題の
ূ໌にࢸらなくとも，ݸʑのܻについてূݕし，
Կが起こͬているかをௐべることは数学的経験
であり，具体的に問題を考えることで数学的に
考える資質・能力をຏくことに繋がる．この命
題のূ໌では，୯に等ࣜをมܗするだけでな
く，取りಘる஋のՄ能性をݕ౼することでその
஋がྵとなることをಥきࢭめた．จࣜࣈのѻい
では୯にࣜを௥うだけでなく，จࣈやࣜに༩え
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られたҙຯをݕ౼しながら考察することは数学
的な見方・考え方を養う上で重要な要ૉの一つ
である．

VII ·とΊ

本稿では，2ܻの自વ数と，その数のҐの数
をٯにฒべてできる数との࿨を考えることか
ら࢝めて，࠷ॳの命題（問 II.1）をؚむような
一ൠの命題や，2ܻではҙ識されなかͬたが 3

ܻҎ上のѻいで見ग़された命題の一ൠ化を導い
てΈた．とくに命題 IV.3と命題 V.2は 2ܻの
৔合には同͡命題となるが，3ܻҎ上の৔合に
はશく方向性がҧう命題となͬている．本稿で
はѻΘなかͬた༧૝もあるが，一ൠ化するにあ
たり，もとの命題をͲのように解ऍするか，ま
た，Ͳのようなࣄ৅に஫目するかによͬて，શ
くҧͬた一ൠ化に୧り着いていることがΘかる
であΖう．本稿のカリキュラムはͲの校छの教
һにとͬても取り૊める題ࡐで，そのޙの֦が
りは校छ͝との自༝な発૝で，3ܻや 4ܻのಛ
घな৔合ついてにͬ߆て考えてもྑいし（生徒
向けの教ࡐ研究ではあるが [OIKT20]では 4ܻ
の数のಛผな৔合をѻͬている），ܻ数をあげ
て一ൠ化を考えてΈてもྑい．高校教һであれ
ばnਐҐ取ه数๏の৔合について考えてもよい
だΖう．実ࡍ，小学校教һの方からは，数学の
自༝性を͡ײ取ͬたとのײ૝を௖いている．

こうした考察体験は「数学的な見方・考え方
を働かせ，数学的な活動を通して，数学的に考
える資質・能力」を育むための教師としての技
能および数学的経験となり，小学校から高等学
校までのすべての新学習指導要領で掲げられて
いる算数科・数学科の目標の，とくに (2)で述べ
られている「総合的・発展的に考察する力」を
養うための教師としての数学的経験を༩えてお
り，教師教育カリキュラムの一つとしてڵຯ深
いものと考えている．一つのਖ਼しい命題につい
て，それをূ໌したらऴΘりではなく，そのこ
とから自身の数学的に考える資質・能力を活か
し次の問題を見つけて，さらにそれを考察して
いくという数学的経験は，新学習指導要領で掲
げられている目標をୡ成するために必要なこと
である．このことは児童・生徒΁の数学的活動

に基づく授業の提Ҋとしてౡాໜฤஶ [Sh95]や
そのྲྀれを͙ܧ஛಺๕உ・୔ాར෉ฤஶ [TS84]

でも述べられているが，本稿はそれを教師教育
カリキュラムとして考察したものと言える．

本稿で提Ҋする教師教育カリキュラムは，そ
れͧれの校छの教һにとͬて，新学習指導要領
での算数科・数学科の目標をୡ成するための，
教師としての数学的な経験を༩えるだけでな
く，ҟなる校छの教һとともにこのような教師
教育カリキュラムを体験することによͬて，ҟ
なる校छの教һの発૝，それは๨れられている
自身の経験であͬたり，༮গ࣌代のもののΘか
り方であͬたり，しいては，現ࡏの自分の教え
方に଍りないものを発見することに繋がるػܖ
にもなりಘる．

そもそも数学的な見方・考え方を働かせるݪ
動力となるものは，ઌਓたͪがそういͬた考え
方を஝ੵしてできた大学で学ぶ体系的な数学
理࿦の中にൿめられており，本稿の本จでొ৔
した体系のଞにも，੔数のܭ算やଟ߲ࣜのܭ算
は؀࿦という࿮૊Έで具৅化ができ，その中で
ૉҼ数分解とその一ҙ性ఆ理（やଟ߲ࣜのҼ数
分解の考え方）はϢʔΫリου੔Ҭが一ҙ分解
੔Ҭであることにू໿され，࿈ཱ方ఔࣜの解๏
はઢܗ代数学の一ଆ໘として׬શにそのख中に
ऩまる．とは言え，大学数学を一からษڧする
ことは࣌ؒ的にも大มなことであるので，教師
教育カリキュラムが提Ҋされ，それによͬて体
系的な数学理࿦の一系ྻに৮れることができれ
ば，児童生徒のࢥ考を深める授業を支える上で
大มҙ義のあることではないだΖうか．

数学者の言うとこΖの「数学をする」という
活動の一୺が，本稿で考Ҋした教師教育カリ
キュラムによͬて体験でき，学習指導要領で掲
げられている数学的活動を支える一ॿとなれば
．いである޾

෇ه

ࠪಡ者の方ʑには本稿のվగにあたり༗ӹな
ίϝϯτを௖きました．ここにँײਃし上げま
す．また，本学数学教育講࠲।教授市川啓ࢯか
らは「問題づくり」の活動によͬて数学的な考
え方の育成とධՁを行う研究としてจݙ [Sh95]

と [TS84]を教えて௖きました．ここにँײਃ
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し上げます．
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